Modellezési feladatok

(1) Egy cég asztalokat és székeket készit. Egy asztalhoz 1 6ra munka és 9 m? deszkalap sziik-
séges, egy sz€khez pedig 1 6ra munka és 5Sm? deszkalap. Jelenleg 6 6ra munka és 45 m?
deszkalap all rendelkezésre. Egy asztalon a nyereség 8 $, egy széken 5 $. Adjuk meg a feladat

modelljét, ha célunk a nyereség maximalizaldsa! Irjuk fel a feladat optimélis megoldasat!

Megoldas: A feladat matematikai modelljében x; a gyartott asztalok, x, pedig a gyartott

székek szamat jeloli. Ekkor:

X1, 20, x,x€eZ
X1 +x <6
9x; + 5x, <45

z = 8x1 + 5x, —» max

Az optimélis megoldds kereséséhez két programot is bemutatunk. El8szor nézziik meg,
hogy a Lingo segitségével hogyan lehet eldallitani az optimélis megoldast! A modell felvétele

a programban:
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x1+x2<6;
O9*x1+5*x2<45;

max=8*x1+5*x2;

A modellt a Lingo szintaktikdjdnak megfelel6en kell kis mértékben médositanunk. Fontos,
hogy a véltozdkat nem sziikséges deklaralni, ha haszndlunk egy olyan szimbo6lumot, melyet
a program nem ismer, az rogton egy nemnegativ, folytonos valtozéként jon 1étre. A program-
ban a < illetve a > feltételekbdl elhagyhato az egyenldség, ez nem véltoztat a feltétel értelmén
(tehat nem < illetve > mddon kezeli a program). Fontos azonban, hogy a matematikai mo-
dellben a feltételekbdl nem hagyhat6 el az egyenlGség! A Lingoban az dsszes parancsot ;-vel
le kell zarni, illetve minden miveleti jelet ki kell irni. A célfiiggvény megadasa a max vagy
min foglalt szoval kezd6édik, utdna meg kell adni a célértéket.

A modell megoldasara a LINGO (vagy esetleg tjabb verzidkban Solver) meniibdl a Solve
paranccsal, vagy a fenti gombok koziil a kozéptajon talalhatd, piros Solve gombra kat-
tintassal van lehetdség (a felugré ablak bezarhatd, nem tartalmaz fontos informaciot). A

Lingo eredményjelentése az alabbi:



Global optimal solution found.

Objective value: 41.25000
Infeasibilities: 0.000000
Total solver iterations: 2
Elapsed runtime seconds: 0.11
Model Class: LP
Total wvariables: 2
Nonlinear wvariables: 0
Integer variables: 0
Total constraints: 3
Nonlinear constraints: 0
Total nonzeros: 6
Nonlinear nonzeros: 0
Variable Value Reduced Cost
X1 3.750000 0.000000
X2 2.250000 0.000000
Row Slack or Surplus Dual Price
1 0.000000 1.250000
2 0.000000 0.7500000
3 41.25000 1.000000

Innen a feladat optimélis megoldasat a kovetkez6képpen olvassuk le: az Objective value je-
lenti az optimalis célértéket. Ezutan a program felsorol néhéany technikai paramétert, melyekre
nincs sziikségilink. A tényleges megolddsokat az alsé tdblazatbol kapjuk. A célvaltozokat a
Value oszlopban, az eltéréseket a Slack or Surplus oszlopban talaljuk. Fontos, hogy a Lingo
a célérték sordhoz is rendel egy eltérésvaltozdt, ami itt a harmadik sor, ez azonban nyilvan
nem eltérésvaltozdja a feladatnak, az érték megegyezik a célértékkel, tehat ezt nem irjuk be
a megoldasba. Az eltérésvaltozokbdl mindig annyi van, amennyi korlatozo feltétel szerepelt
a feladatban, az értékiiket tigy kapjuk meg, hogy az optimélis megoldast behelyettesitjiik a
feltételrendszerbe, és vizsgéljuk, hogy az igy kapott ért€kek mennyire térnek el a megadott
korlattl. Jelen esetben mindkét eltérés 0, azaz a 6 munkadrat és a 45 m?> deszkalapot is

teljesen felhasznaltuk. Tehat a feladat megoldasa:

|&
I

3.75 0
; Uy = , 7o = 41.25.
2.25 — 10

Jol lathatd, hogy a feladat folytonos megoldasat kaptuk meg, tehat ha nem mondunk maést,
a program a folytonos megoldést allitja el6. Mivel az asztalokbdl és a székekbdl is csak
egész megoldds johet szoba, a tort értékeket nem fogadhatjuk el, definidlnunk kell a prog-
ramban, hogy csak egész valtozokat vegyen figyelembe. Ezt a meniiben az Edit/Paste func-
tion/Variable domain pontban tudjuk megtenni. Most a @GIN fiiggvényre lesz sziikségiink,

ezzel tudjuk egy adott valtozéra megadni, hogy csak egész értékeket vehet fel.
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Djgg|  unde iz BIRIERE 5lBE 2|
e | Redo Crl+¥
x1- -
9 * : Cut CtrleX
Copy CtrieC
ma:z Paste Ctris¥
Paste Special...
Select All Cerle A
Find... CirlsF
Find MNext Ctrl+N
Replace... Ctrl+H
Go Te Line... Ctels T
Match Parenthesis CtrleP
Paste Function > Charting »
Select Font.. Ctele] Date, Time and Calendar >
Distributions 3
R=ChavOscLs [External Files 3
A Financial >
Object Properties Alt+Enter Mathematical 5 DALLDIFF( ‘name’, x);
Objektum Matrix 5 BN
Probability 3 @BMD( lower, x, upper);
Programming H @CARD( ‘name’, x|N);
Report 3 @FREE( x);
Set Handling > @GIN(x);
Set Looping ) @POSDLA):
Stechastic Programming > @PRIORITY( x, prierity);
Triganometric 3 @SEMIC( lower, x, upper);
Variable Domain 2 @505{1,2,3}( ‘name’, x);
Other 3 |'

Ezt mindkét véltozora kiilon megadva hozzdvessziik a modellhez:
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DA 4%=(@ 2 2o B
x1+x2<6;

O*x - t5*x2<45:;
max=8*x1+5*x2;

8=

@GIN(x1) ;@GIN(x2);

Uj eredményjelentést kérve kapjuk:

Global optimal solution found.
Objective value: 40.00000
Objective bound: 40.00000
Infeasibilities: 0.000000
Extended solver steps: ]
Total solver iterations: 1]
Elapsed runtime seconds: 0 .05
Model Class: PILP
Total variables: 2
Nonlinear variables: 1]
Integer variables: 2
Total constraints: 3
Nonlinear constraints: 1]
Total nonzeros: 5}
Nonlinear nonzeros: o
Variable Value
X1 5.000000
X2 0.000000
Row Slack or Surplus
2k 1.000000
2 0.000000
3 40.00000

Reduced Cost
-8.000000
-5.000000

Dual Price
0.000000
0.000000
1.000000



Tehat a feladat tiszta egészértékii megoldésa:

> ! 40
= R Uy = s 70 = .
=" o =" o °

Ezek alapjan aztalb6l 5 darabot gyartunk €s széket nem gyartunk, ekkor a nyereség 40
dollar. Az eltérések alapjan 1 munkadrat nem haszndlunk ki az optimélis gyartds sordn, a
nyersanyagot teljes mértékben felhasznaljuk. (Megjegyezziik, hogy az eredményjelentésben
tovabbi oszlopok is taldlhatéak, ezeket azonban egyel6re nem hasznaljuk fel.)

Masodik korben nézziik meg, hogy az Excel Solverben hogyan torténik egy LP modell

megoldasa! Az adatok felvétele:

Fajl Kezdélap Besziras Lapelrendezés Képletek Adatok Véleményezés e
110 - I
A B & D E F G
1 x1 x2 b
2 fl 1 L} <= 6
3 f2 9 5 <= 45
4 c* 8 5 max
5 x* 0 0
6
7/

A téblazatban a feladat alapmatrixat szerepeltetjiik, mellette a korlatoz¢ feltételek jobb olda-
lan szerepld konstansokat a b oszlopban, tovibba kiilon sor felel meg a célegyiitthatoknak
valamint a dontési véltozoknak. A dontési valtozok értékét allitsuk alaphelyzetben O-ra.
A tovabbi oszlopokat jelmagyardzatként vettiik fel. Egyelore iires a D oszlop, itt allitjuk
eld a modell tényleges feltételeit. Mivel minden feltétel az alapmétrix megfeleld sorabol
és a dontési valtozokbdl elballitott szorzatok Osszege, a feltételeket a SZORZATOSSZEG
beépitett fiiggvénnyel allithatjuk el6, a két tombnek a matrix elsd sordt illetve a dontési

valtozok sorat valasztva:

Fajl Kezddlap Besziras Lapelrendezés Képletek Adatok Véleményezés [
SZORZAT... ~ x (¥4 2 =SZORZATOSSZEG(B2:C2;B5:C5)
A B C SZORZATOSSZEG(t6mb1; [tt:mb.E]_: [tamb3]; [tt:r.nhal]_: )

1 x1 X2 b

2 f1 | 1 1 |cs) | <« 6

3] 2 9 5 <= 45

4 c* 8 5 max

5 x* | o o |

6

7

A modell 6sszes feltétele, illetve a célfiiggvény is hasonlé alaku, tehat a képletet médsolhatjuk.
Arra fontos figyelni, hogy mindegyik képletben meg kell hagynunk az x*-gal jelolt sort, tehét

a képlet masolasa el6tt ezt rogziteniink kell. Ezek eredménye



Fajl Kezddlap Besziras Lapelrendezés Képletek Adatok Véleményezés
SZORZAT... ~ ot v I =SZORZATOSSZEG(B3:C3;5855:5C55)
A B C SZORZATOSSZEG(tomb1: [tomb2]: [tamb3]: [tomb4a]: ...)
1 x1 x2 b
2 f1 1 1 0 <= 6
3| R | 9 5 |scss) | <= 5
4| c* 8 5 0 max
5 x* | 0 o |
6
7
és
Fajl Kezddlap Beszlras Lapelrendezés Képletek Adatok Véleményezés
SZORZAT... ~ x " 5 =SZORZATOSSZEG(BA:C4;5B55:5C55)
A B C SZORZATOSSZEG (tamb1; [tdmb2]; [timb3]: [tamb4]: ..)
1 x1 x2 b
2 | f1l 1 1 0 <= 6
3 12 9 5 0 <= 45
4| = 8 5 |$css) | max
5 X 0 0
6 |
7

Természetesen induldsként minden képlet O-t eredményez, hiszen egyelSre minden valtozo

értéke 0. A tablazatban sargdval szineztiik a dontési valtozok celldit, vildgossziirke jeloli a

korlatozo feltételek képleteit, sotétsziirke

pedig a célfiiggvényt. Ismételten megjegyezziik,

hogy az Osszes sziirke cella képlettel szamolt érték! Tehat a feladat Excel-beli indul6 téblaja:

Fajl Kezdélap Besziras Lapelrendezés Képletek Adatok Véleményezés MNézet
18 T F
A B & D I F G
1| x1 x2 b
2 fl 1 ] 0 <= 6
3 f2 9 = 0 <= 45
4 ol 8 5 - max
5 x 0 0
6
7

A feladat igy mar olyan szerkezetben szerepel a programban, melyet a Solver bovitmény

segitségével meg tudunk oldani. A Solver az Adatok meniiben érhet6 el. Ha a b&vitmény

nem aktiv, akkor a F4jl menii Bedllitisok pontjdban a Bévitmények kozott aktivalhatjuk az

Ugras gombra kattintva. A Solvert célszeri a célértékcellara torténd kattintas utin inditani,

ekkor a kovetkezd ablak jelenik meg:



Fajl Kezd&lap Beszlras Lape

A Solver paraméterei

D4 v Je
A B C Célérték beallitasa: SDS4 .3 K

1 | x1 X2 Cél: ® Max O Min O Ertéke: 0
2 f1 1 1

o Valtozé celldk médositasaval:
3 f2 9 5 ,
4 el 8 5
5 x* 0 0 Vonatkozé korlatozasok:

| Hozzaadas
6
7 Csere
8 | Torlés
0
10 Alaphelyzet
n il Betoltés/mentés
12 i Nem korlatozott valtozok nemnegativva tétele
13 | Vélasszo'n‘ eqy Nemlinearis ARG e Beallitasok
14 megoldasi .

modszert:

15 | Megoldasi metédus
16 A sima nemlinedris Solver-problémakhoz valassza a nemlinearis ARG motort. Linedris

. Solver-problémakhoz valassza az LP szimplex motort, a nem sima Solver-problémakhoz pedig az
iz evolutiv motort.
18
20
21

Ekkor a célérték beallitasanal azonnal megjelenik a célérték képletét tartalmazo cella. Ezutan
kivalaszthatjuk, hogy milyen szélsdértéket keresiink, el6irhatjuk maximédlis, minimalis, va-

lamint egy rogzitett érték keresését is. Majd meg kell adni a dontési valtozokat tartalmazo

tombot:
Fajl Kezdélap Besziiras Lape
A Solver paraméterei
B5 d Je
A B @ CElérték bedllitasa: 5054 +
| -
1 x1 x2 Cél: (®) Max ) Min () Ertéke: o
2 fl £ | 1
Waltozocellak modositasaval:

3 f2 9 5 $BS5:5CS5 *
4 CF 8 5

| = | Vonatkozd korlatozasok:
5 X 0 0 —~

| PR St ot s Hozzdadds
6
B Csere
ol [ 40—

A vonatkoz6 korlatozdsokndl a Hozzdadas gombra kattintva adhatjuk meg a korlatozo feltéte-
leket. Ezeket kiilon-kiilon is megadhatjuk, azonban azonos irdnyu feltételeket egyszertibben,

tombonként is meg lehet adni:



Fajl Kezdélap Besziras Lapelrendezés Képletek Adatok Véleményezés MNézet Sigé jel

B2 - Fe || =SZORZATOSSZEG(BA:C4;5B55:5C55)

A B C D E F G H
1 x1 X2
2 f1 1 1 0 « i 6 |
3| R 9 5 0 < 1_45 |
. 8 s [ mex
- S 0 0
6

Korlatozd feltétel felvétele

? —
8 | Cellahivatkozas: Korlatozd feltétel:
9 | SDS2:5DS3 4| <= [v||=sFs2:9Fs3 +
10
11 Hozraadas Mégse
12 |

Fajl Kezdblap Beszlra
A Solver paraméterei
D4 Rt
A B Célérték beallitasa: D54 +
| |
1 x1 . : B
: Cél: (®) Max ) Min () Ertéke: 0
2 f1i 1
. Valtozdcelldk madositasaval:
3 f2 9 =
$B55:5C55 b S
4 ¢t 8
5 x* 0 WVonatkozd korlatozasok:
6 y $DS2:5D53 <= SFS2:5F53 Hozziadas
7 Csere
8 .
- Tarles
9

A feltételek kozott szerepld sor valgjaban két feltételt tartalmaz egyszerre. Az Excelben
is alapértelmezés szerint folytonos véltozokkal dolgozunk, ezért meg kell adnunk tovabba,
hogy minden valtozo csak egészértékii lehet. Ezt szintén a Hozzdadds gombbal tehetjiik meg,

a dontési valtozok kijelolése utdn kdozépen nem reldcidjelet, hanem az ’int’-et valasztva:

Fajl Kezddlap Beszlras Lapelrendezés Képletek Adatok Véleményezés Nézet Sigé P K
D4 - fo | =SZORZATOSSZEG(B4:C4;5B55:5C55)

A B & D E E G H
1 x1 x2
2 f1 1 1 0 <= 6
= f2 9 5 0 <= 45

#
4 8 s [ e
5 > G 0 0
6

Korlatozo feltétel felvétele

7
8 il Cellahivatkozas: Korlatozo feltétel:
9 | SBSE:5CS5 + | v | |egész +
10
11 Hozzaadas Mégse
12
12




Ezutén a feltételek kozott megjelenik a dontési valtozok celldira eldirva az egészértékiiségi
feltétel. A valtozok nemnegativitasa jelolonégyzet alaphelyzetben ki van toltve, a program-
ban ez a dontési valtozokra vonatkoz6 alapfeltétel. Itt ez megmarad, hiszen a feladat valtozoi

nemnegativak. Utolso 1épésként kijeldljiik, hogy a megolddsi mddszer a Szimplex mddszer:

Fajl Kezdglap Beszilra
A Solver paraméterei
-
A B CElErték bedllitdsa: 5054 +

1 x1 3 : ~

| Cel: (®) Max () Min () Ertéke: 0
2 fi 1

| Véltozdcellak mddositdsdval:
3 T2 9 =

5B55:5C55 *

4 c*F 8
[ ¥ 0 Vonatkozd korlatozasok:

| SBS5:5C55 = egész e
6 5DS2:SDS3 <= SFS2:5FS3 Ll
i Csere
8 2

1 Torlés
3
10 Alaphelyzet
11 - -

1 Betdltés/mentés
12 1 Mem korlatozott valtozdk nemnegativva tétele
13 |

| Valasszon egy Szimplex LP e Beallitasok
14 megoldasi =

| médszert:
15 | Megaldasi metddus
16 A sima nemlinedris Solver-problémakhoz valassza a nemlinearis ARG motort. Linearis

Ekkor készen vagyunk a Solver paraméterezésével. A Megoldas gombra kattintva meg-
kapjuk a feladat optimalis megoldasat. A parbeszédablakban a program jelzi, hogy megoldast
taldlt. A jelentések koziil az eredményjelentést kijelolve egy dj munkalapon kapjuk meg a
megoldast. Megjegyezziik, hogy itt dltalaban egyéb jelentések koziil is lehet valasztani, azon-
ban most az egészértékiiségi feltétel miatt csak eredményjelentést kérhetiink. A megoldést
leolvashatjuk abbdl is, ahogy az eredeti modellben megvéltoztak a dontési valtozok (vagy

valtozéceelldk), vagy megvizsgéljuk a program jelentését:



4 | Eredmeény: A Solver megolddst taldlt. Az Gsszes korlatozo és optimalizalasi feltétel teljesiilt.

5 |Solver motor

i} Motor: Szimplex LP

7 | Megoldasi idd: 0,047 masodperc.

8 Kizelitd lépések: 2 Részproblémak: 6

9 | A Solver bedllitasai

10 Maximalis idd Korlatlan, Kézelitd lépések Korlatlan, Precision 0,000001, Automatikus léptékvalias

1 Részproblémak maximalis szama Korlatlan, Egész megoldasok maximalis szama Korlatlan, Egész megoldasok tirése 1
12

13

14 |Célértékcella (Max)

15 Cella MNeév Eredeti értek  Veégérték

16| 5D34 c* 0 40

17

18 |

19 |valtozacellak

20 Cella Név Eredeti &rték Végérték Epész

21| 5B55 x* xl 0 5 Egész

22 SC55 xFx2 0 0 Egész

23 |

24

25 |Korlatozd feltételek

26 Cella MNev  Cellaértek Keplet Allapot Korlatvaltozo
27| sDg2 f1 5 SD%2<=5F%2 Nem korlatoz 1
28| $Dg3 f2 45 SD%3<=5F%3 Korlatoz o

29 SBS5:5C55=Egész

Megoldédsként ugyanazt kaptuk, mint kordbban, 5 asztalt kell gyartanunk az optimaélis, 40
dollaros bevételhez, székeket nem gydrtunk. A valtozok értéke mellett 1dthatjuk, hogy mind-
két véltozora eld volt irva az egészértékiiségi feltétel. Az eltérésvéltozokat a program a
Korlatvaltozo oszlopban adja, értékiik 1 és O, ezek a szabad munkaora illetve nyersanyag

kapacitast jelzik.

(2) Egy cég kétféle fabol késziilt jatékot gyart: katondkat és vonatokat. Egy katonat 27 dollarért
lehet eladni, és el6allitdsahoz 10 dollér értékii nyersanyag sziikséges. Minden legyértott ka-
tona 14 dollarral noveli a cég bérben jelentkez6 valtozo koltségét és az dltalanos koltséget.
Egy vonat 21 dollarért adhat6 el, eldallitdsahoz 9 dolldr értékl nyersanyag sziikséges. Min-
den legyartott vonat 10 dollarral noveli a koltségeket. A jatékok gyartdsa kétféle munkéat
igényel, fafaragd és feliiletkezel6 munkat. Egy katona eldallitdsdhoz 2 ora feliiletkezel
munka €s 1 6ra fafaragé6 munka sziikséges, egy vonathoz 1 6ra feliiletkezel$ és 1 6ra fa-
faragd munka kell. A nyersanyag minden héten korlatlanul 4ll rendelkezésre, de csak 100
feliiletkezel6 munkadra és 80 fafaragé munkadra haszndlhat6 fel. A vonatok irdnti kereslet
korlétlan, katondkbdl azonban legfeljebb csak negyvenet vesznek meg hetente. Adjuk meg a

feladat modelljét és az optimadlis megoldast, ha célunk a cég heti profitjdnak maximalizalasa!



Megoldas: A dontési valtozok itt is a gyartott mennyiségek lesznek, jel6lje x; a hetente

gyéartott katondk, x, pedig a hetente gyartott vonatok szamét. A feladat matematikai modellje:
X, 20, x,xn€eZ
2x1 + x, < 100

X1+X2<80

N

40

X1

7 = 3x; + 2x, — max

7

Az el6z06 feladatban részletezett médon vessziik fel a modellt Lingoban:

Z2 Lingo 17.0 - [Linge Model - Lingo1]
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Disld|@| & =@ 2] Ye|ol SEREK| 5t
@GIN (x1) ; @GIN (x2) ;

2*x1+x2<100;

x1+x2<80;

x1<40;

max=3*x1+2*x2;

Az optimédlis megoldas az eredményjelentésbdl leolvasva:

0
20
@: 60, _o: O . 20:180.
20
Tehét 20 katonat és 60 vonatot kell gyartanunk, az optimalisan elérhetd heti nyereség 180
dollar. Az eltérésvektor mutatja, hogy ebben az esetben a két munkaodra feltételt maximalisan

kihasznaltuk, azonban a keresleti feltétel alapjan husszal tobb katonat is gyarthattunk volna.

(3) Egy butorkészitd cég iréasztalokat, asztalokat és székeket gyart. Mindegyik butortipus gyar-
tasdhoz faanyag €s kétféle szakmunka sziikséges, asztalosmunka és feliiletkezelés. Az egyes
butortipusok elddllitdsahoz a kiilonbozd erdforrdsokbdl sziikséges mennyiséget az alabbi

tablazat adja meg:

Eroforras Iroasztal Asztal Szék
Faanyag (egység) 8 6 1
Feliiletkezelés (6ra) 4 2 1.5
Asztalosmunka (6ra) 2 1.5 0.5

Jelenleg 48 egység faanyag, 20 ordnyi feliiletkezelés €s 8 oranyi asztalosmunka kapacitas all
rendelkezésre. Egy iréasztal 60, egy asztal 30, egy szék pedig 20 dollarért adhaté el. Irjuk fel
a modellt, ha a cég az Osszejovedelmét kivanja maximalizalni! Adjuk meg a feladat optimalis

megoldasat!



Megoldas: A modellben a dontési valtozok felvételekor jeldlje x; a gyartando irdasztalok,
X, a gyartando asztalok és x3 a gyartand6 székek szamat. A modell a kovetkezd linedris prog-

ramozasi feladat:
X1, X2,x3 20, Xx1,Xx,x3 €EZ

8xy + 6X2 + x5 < 48
dx; +2xy + 1.5X3 <20
2X1 + 1.5X2 + 0.5X3 <8

z = 60x; + 30x; + 20x3 — max

A modell felvétele a Lingoban:

22 Lingo 17.0 - [Lingo Model - Lingo1]
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DIE|S| | 2] Yledo| OpIEIR| &lB
@GIN(x1);@GIN(x2) ;@GIN (x3) ;
B*xl+6*x2+x3<48;

4*x1+2*x2+1 .5*x3<20;
2%xx1+1..5Fx210.5%x3<8;
max=60*x1+30*x2+20*x3;

A Lingo eredményjelentése a kovetkezd:

Global optimal solution found.

Cbjective value: 280.0000
Cbjective bound: 280.0000
Infeasibilities: Q.000000
Extended solver steps: Q
Total solver iterations: 2
Elapsed runtime seconds: 0.13
Model Class: PILP
Total variables: 3
Nonlinear variables: Q
Integer variables: 3
Total constraincs: 4
Nonlinear constraints: Q
Total NOnzeros: 12
Nonlinear nonzeros:
Variable Value Reduced Cost
X1 2.000000 —&0.00000
Xz Q.000000 —30.00000
X3 §.000000 —-20.00000
RoW Slack or Surplus Dual Price
1 24.00000 Q.000000
2 Q.000000 Q.000000
3 Q.000000 Q.000000
4 280.0000 1.000000

Innen a kordbban mar tanult médon leolvashatjuk a feladat megoldasat:

2 24
X =01, u =0 [, Z0 = 280.
8 0

Tehat az optimalisan elérhetd Osszjovedelem 280 dollar, ekkor 2 {rdasztalt és 8 széket gyar-
tunk. Az uy eltérésvektor alapjan megadhat6, hogy az optimalis jovedelemre vezetS gyartds
esetén 24 egység faanyagot nem hasznéltunk fel, azonban a feliiletkezelésre illetve az asz-

talosmunkéra rendelkezésre all6 él6munkat teljes egészében kihasznaltuk.



(4) Egy boripari cég oveket és cipdket gyart. Egy ov elkészitéséhez 2 egységnyi borre és 1
Ora szakmunkdra van sziikség. Egy par cip0 elkészitéséhez 3 egységnyi bor €s 2 ora szak-
munka sziikséges. Legfeljebb 25 egységnyi bort lehet beszerezni 5 dollaros egységaron, a
szakmunka-kapacitds 15 ora, és a szakmunka koltsége 10 dollar/6ra. Egy Ov eladasi dra 23
dollar, egy par cipSt 40 dollarért lehet értékesiteni. A cég maximalizalni akarja a nyereségét.
Irjuk fel a feladat modelljét és adjuk meg az optimalis megoldast!

Megoldas: Jelolje x; az elkészitett Ovek szamat, x, pedig a gyartott par cipdk szamat. A
feladat matematikai modellje:
X, %20, x,x €Z
2x1 +3x, <25
X1 + 2)C2 <15

7 =3x; + 5x, » max

A modell felvétele:

B File Edit Solver Window Help

D[S 4[=[1 =] vElo| BRER B
@GIN (x1) ;@GIN (x2) ;

2*x1+3*x2<25;

®1+2*x2<15;

max=3*x1+5%x2;

Az eredményjelentés:

| Global optimal solution found.

Objective wvalue: 40.00000
Objective bound: 40.00000
Infeasibilities: 0.000000
Extended solver steps: 1)
Total solver iterations: 2
Elapsed runtime seconds: 0.1%9
Model Class: PILP
Total wvariables: 2
Nonlinear wvariables: Q
Integer variables: 2
Total constraints: 3
Nonlinear constraints: Q
Total nonzeros: €
Nonlinear nonzeros: Q
Variable Value Reduced Cost
X1 5.000000 -3.000000
X2 5.000000 -5.000000
Row Slack or Surplus Dual Price
1. 0.000000 0.000000
2 0.000000 0.000000
3 40.00000 1.000000

Tehét az optimadlis megoldas az, hogy mindkét termékbdl 5 darabot gyartunk, ekkor mindkét

korlatozo6 feltételt teljesen kihasznéljuk. Az elérhetd legnagyobb nyereség 40 dollar.

(5) Egy cukraszda 3 tipusu siiteményt készithet, melyekhez 3 f6 alapanyagot hasznalnak fel. A

gyartott mennyiségeket darabszamban mérik. Az A matrix g;; eleme megadja, hogy az i-edik



alapanyagbdl a j-edik termék egy darabjaban mekkora a felhasznélt mennyiség.

363
A=(3 0 3
6 3 3

Egy adott id6szakban az egyes termékekhez az alapnyagokbdl felhaszndlhaté mennyiségek

legfeljebb 900, 600 és 1050 egység. Az egyes termékek egységére es6 hozamok rendre 20, 30

és 40 pénzegység.

a) Irjuk fel a matematikai modellt, ha a cél a lehet legnagyobb hozam! Adjuk meg a feladat
megoldasat!

b) Egészitsiik ki a modellt a kovetkez6 feltételekkel: a termékek gyartott 6sszmennyisége
legaldbb 100, de legfeljebb 200 darab lehet, €s mindegyik termékbdl legalabb husz darabot
késziteni kell! Adja meg az optimélis megoldést!

¢) Milyen termékosszetétel esetén lesz a b) feladatban a koltségre es6 hozam optimalis, ha az
onkoltség darabonként rendre 80, 50 €s 60 pénzegység, és felmeriil még 120 pénzegység

fix koltség is? Mekkora ez az ardny? Irjuk fel a megfelels célfiiggvényt is!

Megoldas: A modellben xi,x, és x3 jelolje a termékekbdl gyartandé mennyiségeket. A

feladat matematikai modellje:
X1, %2, %3 20, Xx1,X,X3€2Z
3x; +6x; + 3x3 <900
3x; + 3x3 <600
6x1 + 3x2 + 3x3 < 1050
z = 20x; + 30x, + 40x;3 — max

A feladat optimédlis megoldésa:

0 0
x=|50|, w=| 0 |, 20 = 9500.
200 300

Tehat az els6 tipusu siiteménybdl nem készitlink, a masodikbol 50, a harmadikbdl 200 darabot
gyartunk, ekkor az elérhetd hozam 9500 pénzegység. Az eltérésvektor alapjan az els6 két
erdforrést teljes mértékben felhasznéljuk, a harmadik er6forrasbdl azonban marad 300 egység.

A b) részben a feladat modelljét ki kell egésziteniink a kdvetkezd feltételekkel:
X1+ xp +x3 =100
X1+ X2 + X3 <200

x; = 20



Ekkor az optimélis megoldds a kdvetkezSképpen adddik:

[ 240 |
60
390
100
0
0
0
| 140

|5
I
[\®]
)

|5
I

’ 20 = 7400.

Az optimalis hozamra (ami 7400 pénzegység) vezetd mennyiségek ekkor 20, 20 és 160 darab.
Az eltérésvektorban szerepld értékek koziil az elsd harom jelenti az erd6forrasokbol meg-
maradé mennyiségeket. A negyedik érték azt jelenti, hogy az el6irt minimalis 6sszmennyi-
ségnél, ami 100 darab volt, 6sszesen 100-zal gyartunk tobb siiteményt. Az 6todik érték az
el6irt fels6 korlathoz viszonyitja az eltérést, a maximalisan gyartandé mennyiség 200 darab
volt, és éppen 200 darabot gyartunk Osszesen, tehat az eltérés 0. Az utolsé harom érték azt
mutatja, hogy az el6irt minimadlis darabszdmhoz, a 20-hoz képest mennyivel gyartunk tobb
stiteményt az adott tipusbdl az optimélis esetben. Az eltérésvektorba az értékeket a feltétel

irdnyatol fiiggetleniil elgjel nélkiil irjuk be, tehdt adott esetben tobbletet illetve hidanyt is mu-
tathat az itt szerepld érték.

A c) feladatban az uj célfiiggvényiink:

2OX1+-30X24-4OX3
= —
£ = 80x; + 50x, + 60x; + 120

max

Az ilyen jellegii feladatot hiperbolikus programozési feladatnak is szokds nevezni. A Lingo

az ilyen nehezebb célfiiggvényekkel is tud szdmolni. A feladat Lingo modellje:

Lingo 17.0 - [Lingo Model - Linge1]
File Edit Solver Window Help

DES| & [=(@ 2] Yo DeRBEE B 2kl
3*x]1+6*xX2+3*x3<900;

3*x1+3*x3<600;

6*x1+3*x2+3*x3<1050;

x1+x2+%3>100;

x1+x2+x3<200;

x1>20;

x2>20;

%3>20;
max=(20*x1+30*x2+40*x3) / (B0*x1+50*x2+60*x3+120) ;
@GIN(x1);@GIN(x2) ;QGIN(x3);

Az eredményjelentés:



(6)

Local optimal solution found.
Objective walue:

Objective bound:
Infeasibilities:

Extended solver steps:

Total solver iterations:
Elapsed runtime seconds:

Model Class:
Total wariables: 2
Nonlinear wariables: 3

Integer variables: 3

Total constraints: 9
Nonlinear constraints: 1

Total nonzeros:
Nonlinear nonzeros:

0.600€454
0.€00€494
0 _0doooon

a
23
0.2z

PINLP

Variable
H1
X2
3

Row

Value
20_00000
20.00000
1€0.0000

Slack or Surplus

240.0000
€0.00000
250.0000
100_0000
0.000000
0.000000
0.000000
140_0000
0.€00&454

[FR R TR A S

Tehat a megoldds ugyanaz, mint a b) részben, a koltséghez viszonyitott hozam is optimalis
ebben az esetben, a célérték zp = 0.6006494, azaz a hozam kb. 60 %-a a gyartdsra forditott
koltségnek.

Egy gazdasdgban az allatok etetésére négyféle takarméanykeveréket hasznalhatnak, amelyeket
harom tdpanyagbdl készitenek. Az egyes keverékek a tdpanyagokbdl az aldbbi mennyiségeket

tartalmazzak a megfelel6 egységekben:

1. keverék 2. keverék 3. keverék 4.keverék
A tipanyag 2 1 1 0
B tapanyag 1 2 0 2
C tapanyag 1 0 2 1

A tapanyagokbol legaldbb 5, 4 illetve 10 egységnyit biztositanunk kell az etetési program
sordn. Az egyes keverékek beszerzési arai 5, 3, 4 illetve 1 pénzegység. Cél a minimalis
koltségli takarméanyozasi program meghatarozasa. Adjuk meg a matematikai modellt és az

optimélis megoldast!

Megoldas: A modell felvétele soran a dontési valtozok jelentsék rendre azt, hogy az egyes
takarmédnykeverékeket milyen mennyiségben alkalmazzuk az etetés soran. Ezek a véltozok

nemnegativ folytonos véltozok lesznek. Ez alapjan a matematikai modell:
X1, X2, X3, X4

2Xx1 + X0 + X3

X1+ 2x0 + 2x4

X1+ 2x3 + x4

Z:5X1+3X2+4)C3+X4



A modellt a Lingoban felirva és megoldva az aldbbi eredményjelentést kapjuk:

LINGO 11.0 - [Solution Report - LINGO1]
File Edit LINGO Window Help

Dl=|lg 4 =] Pledo| Bfx[mx

B

Global optimal solution found.
Objective wvalue:
Infeasibilities:

Total solver iterations:

Variable
X1
X2
%3
X4

Row

=W N

B[E| 2%
20.00000
0.000000
3

Value Reduced Cost
0.5714286 0.000000
0.000000 1.000000
3.857143 0.000000
1.714286 0.000000

Slack or Surplus Dual Price

0.000000 -2.000000
0.000000 0.000000
0.000000 -1.000000
20.00000 -1.000000

Ezek alapjan a feladat optimdlis megoldasa (két tizedesre kerekitve):

0.57

3.86
1.71

o o O

20 = 20.



(7) Van 1000 darab 7 méteres oszlopunk, melyekbdl 1.5 illetve 2.5 méteres darabokat kell vag-
nunk. Legalabb négyszer annyi 1.5 méteres oszlopra van sziikségiink, mint 2.5 méteresre.
Hogyan végjuk fel az oszlopokat, hogy a keletkezd hulladék minimélis legyen?

Megoldas: A lehetséges darabolasok:

1. valtozat: 2 darab 2.5 méteres, 1 darab 1.5 méteres oszlop, 0.5 méter hulladék,
2. valtozat: 1 darab 2.5 méteres, 3 darab 1.5 méteres oszlop,

3. véltozat: 4 darab 1.5 méteres oszlop, 1 méter hulladék.

A dontési véltozokat ugy valasztjuk meg, hogy xi, x, és x3 jelentse azt, hogy rendre az 1., 2.
és 3. valtozatot hanyszor alkalmazzuk a vigas soran. Ekkor a valtozok nemnegativak és csak
egész értékeket vehetnek fel.

A matematikai modell:

X1, X2, %3 20, x1,X, X3 €Z
X1+ X2+ X3 = 1000
x|+ 3x +4X3 >4 (2)61 +XZ)

z=0.5x; + x3 — min

A masodik feltételt dtrendezhetjiik a 7x; + x, — 4x3 < 0 alakra, de a Lingoban erre nincs

sziikség, az eredeti alakban is értelmezni tudja az egyenl6tlenséget. A modell felvétele:

Linge 17.0 - [Lingo Model - Lingo1]
File Edit Solver Window Help

Dls(E|S| &[=[(@ 2] v[E|o| BEBER| 2B
®X1+x2+x3=1000;
R1F3*EX2HFAXxT AT (2*x]14+x2) ¢
min=0.5*x1+x3;
@GIN(x1);@GIN(x2);Q@GIN(x3);




8)

Az eredményjelentés:

Global optimal solution found.

Objective wvalue: 200.0000
Cbjective bound: 200.0000
Infeasibilities: 0.000000
Extended solwver steps: 1)
Total solver iterations: 1
Elapsed runtime seconds: 0.05
Model Class: PILP
Total wvariables: 3
Nonlinear wvariables: 0
Integer variables: 3
Total constraints: 3
Nonlinear constraints: 0

Total nonzeros: 8
Nonlinear nonzeros:

Variable Value Reduced Cost
X1 0.000000 0.5000000
X2 800.0000 0.000000
X3 200.0000 1.000000
Row Slack or Surplus Dual Price
4, 0.000000 0.000000
2 0.000000 0.000000
3 200.0000 -1.000000
Tehat a feladat optimélis megolddsa:
0
0
xo =800 |, 0= , 2o = 200.
- — 10
200

Tehat a minimalis 200 méter hulladékot ugy €érhetjiik el, hogy az 1. valtozatot nem alkalmaz-
zuk, 800-szor darabolunk a 2., és 200-szor a 3. véltozat szerint. Ekkor pontosan négyszer

annyi 1.5 méteres oszlopot allitunk eld (3200 darabot), mint 2.5 métereset (800 darabot).

Egy 30, egy 25 és egy 20 méter hosszisagu vashuzalt kell 6 méteres, 4 méteres és 3 méteres
hosszusdgu darabokra leszabni. A 6 méteres darabokbodl pontosan kétszer annyi kell, mint
a 4 méteres darabokbédl és pontosan feleannyi, mint a 3 méteresekbl. Irja fel a feladat
matematikai modelljét és adja meg, hogyan kell elvégezni a daraboldst, ha célunk, hogy

maximalis szamu huzal keletkezzen!

Megoldas: A feladat modelljében jeldlje xi, x; €s x3 a 30 méteres vashuzalbdl vagott 6, 4
illetve 3 méteres darabok szamat; jelolje x4, x5 és x¢ a 25 méteres vashuzalbdl vagott 6, 4

illetve 3 méteres darabok szamdt; €s jelolje x7, xg és xg a 20 méteres vashuzalbdl vagott 6, 4



illetve 3 méteres darabok szamat. Ekkor a feladat modellje:

xi=20,x,€Z, i=1,2,3,4,5,6,7,8,9
0
5

6x; +4x +3x3 <3

6x4 +4xs+ 3x <2

6x7 + 4xg + 3x9 < 20
2

- (X + x5 + xg)

X1+ X4+ X7

2-(X1+ X4+ Xx7) = X3+ X¢ + Xo
=X+ X2+ X3+ X4+ X5+ Xg + X7 + X3+ Xg = mMax

A modell a Lingoban:

2 Lingo 17.0 - [Lingo Model - Lingo1]

File Edit Solver Window Help

D((E[S] =@ 2] vede| PRER &= 2
6*x1+4*x24+3%x3<30;

6*x44+4*x543%x6<25;

6*xT+4*x84+3%x9<20;

®1l4+xd4xT=2*% (x2+x5+x8) ;

2% (x14x44x7)=x3+x6+x9;
max=x1+x2+x3+x4+x5+=x6+x7+x8+x9;
BEIN(x1) ; BGIN(x2) ; BCIN(x3) ;

BGIN(x4) ;RGIN(x5) ;BCIN(xE) ;

RGIN (x7);@GIN(x8) ; BGIN (x9) ;

Az eredményjelentés:

I Lingo 17.0 - [Selution Report - Lingo1]

B¥ File Edit Solver Window Help

Dls|B|S| 4 =l@) -] 2Elo| Ofkmr BlE el

| Global optimal solution found.

Objective walue: 14.00000
Objective bound: 14.00000
Infeasibilities: 0.000000
Extended solver steps: a
Total solwver iterations: 57
Elapsed runtime seconds: 0.51
Model Class: FILP
Total variables: 9
Nonlinear variables: Q
Integer variables: 9
Total constraints: [
NWonlinear constraints: 1]
Total nonzeros: 30

Nonlinear nonzeros:

Variable Value Reduced Cost
Kl 1.000000 -1.000000
K2 2.000000 -1.000000
K3 0.000000 -1.000000
K4 0.000000 -1.000000
X5 0.000000 -1.000000
X6 2.000000 -1.000000
X7 3.000000 -1.000000
K8 0.000000 -1.000000
K9 0.000000 -1.000000

Row Slack or Surplus Dual Price
1 16.00000 0.000000
2 1.000000 0.000000
3 2.000000 0.000000
4 0.000000 0.000000
5 0.000000 0.000000
[ 14.00000 1.000000




Az eredményjelentés alapjan a feladat optimalis megolddsa tgy 4ll el6, hogy a 30 méteres
huzalbdl egy 6 méteres €s kettdé 4 méteres darabot vagunk, a 25 méteres huzalbol nyolc 3
méteres darabot vagunk, és a 20 méteres huzalbSl harom 6 méteres darabot vagunk. Igy
Osszesen 14 darab huzal keletkezik, négy 6 méteres, kettd 4 méteres és nyolc 3 méteres, ami

éppen megfelel a feltételeknek.

s

(9) Négy részvény jelenlegi arfolyamai €s a tézsde 2 honappal késdbbi arfolyamelvarasai:

Jelenlegi arfolyam (Ft/db) | Arfolyamelvaras (Ft/db)
A 13 800 16 600
B 14 600 15 500
C 2 800 3100
D 3 800 4200

Mindegyik részvénybdl legalabb 500 000 Forint értékben vasarolunk a portfolié kialakitasa-
hoz. Osszesen legfeljebb 4 millié Forintot kolthetiink. Az A részvénybél legfeljebb 100 darab
vasarolhatd. A vasarlast kovetéen minden részvényre azonnal limitdras eladdsi megbizast
adunk az arfolyamelvardasokon. A brokeri jutalék vdsarlaskor a vételi ar, illetve eladdskor a
bevétel 1 %-a. Ha minden eladdsi megbizas teljesiil, milyen portfélié esetén lesz az elvart

hozam optimélis?

Megoldas: A portfolié osszeallitisdhoz azt kell meghataroznunk, hogy adott részvénybdl
hany darabot vasaroljunk. Tehat x;, x,, x5 €s x4 jelolje rendre az A, B, C és D részvényekbdl
vésdrolt darabszdmot. Ekkor mindegyik valtozé nemnegativ egész értékli. A matematikai
modell:
X1, X2, X3, X4 =2 0,  X1,X0, X3, %4 €7
13 800x; > 500 000
14 600x, > 500 000
2 800x3 > 500 000
3 800x4 > 500 000
x1 < 100
(13 800x; + 14 600x; + 2 800x3 + 3 800x4) - 1.01 < 4 000 000
z = (16 600x; + 15 500x, + 3 100x3+ 4 200x4) - 0.99 —
(13 800x;+ 14 600x; + 2 800x3 + 3 800x4) - 1.01 — max

A Lingoban a modellt a mér ismert médon felvéve és megoldva a kovetkezd eredményjelentést

kapjuk:



Global optimal solution found.

Cbjective wvalue: 447g82.0
Cbjective bound: 447€82.0
Infeasibilities: 0.000000
Extended solver steps: a
Total solver iterations: a
Elapsed runtime seconds: 0.05
Model Class: PILE
Total variables: 4

Monlinear wariables: a

Integer wariables: 4

Total constraints:

NHonlinear constraints: 1]
Total nonzeros: 13
NHonlinear nonzeros: 1]
Variable Value Reduced Cost
Xl 100.0000 -249¢€.000
X2 35.00000 -555.0000
X3 557.0000 -241.0000
X4 134.0000 =320.0000
Row Slack or Surplus Dual Price
1 880000.0 0.000000
2 11000.00 Q.000000
2 1055€00. 0.000000
4 S200_000 0.000000
5 0.000000 0.000000
€ €02.0000 Q.000000
7 447€82.0 1.000000
Tehat a feladat optimélis megolddsa:
880 000
100 11 000
35 1 059 600
X0 = , Uy = , 20 = 447 682.
— | 557 - 9200
134 0
602

Tehat az optimalis portf6lichoz 100 darab A részvényt, 35 darab B részvényt, 557 darab C
részvényt és 134 darab D részvényt vasarolunk, ekkor 447 682 Forint hozamot érhetiink el.
Az eltérésvektor elsd négy értéke azt mutatja, hogy az 500 000 Forinthoz képest mennyivel
vasaroltunk nagyobb értékben az adott részvénybdl. Az 6todik érték, a O jelzi, hogy az A
részvénybdl a maximalisan lehetséges 100 darabot vettiik, nincs eltérés. A hatodik érték, a

602 mutatja, hogy a lehetséges 4 millié Forintnal ennyivel koltottiink 6sszesen kevesebbet.

(10) Egy koérhazban a hét napjain kiilonbdz6 szamu névérre van igény. A sziikséges 1étszamot az

alabbi tdblazat mutatja:

Napok ‘ H K Sz Cs P Sz \Y
Munkaer$-igény (£6) ‘ 16 15 17 18 14 12 10

Minden névérnek négy napot kell egymds utdn dolgozni €s utdna harom szabadnapot kap.

Legaldbb hany névért kell a kérhaznak alkalmaznia? Irjuk fel a matematikai modellt és

adjuk meg az optimalis megoldast!

Megoldas: A modellhez értelmezziik a dontési valtozokat ugy, hogy x; jeloli azon névérek

szamat, akik a négy napot a hét i-edik napjan kezdik, ahol i = 1,2,3,4,5,6,7 és az els6 nap



hétf6. Ezek a valtozok ekkor természetesen nemnegativ egész értékeket vehetnek csak fel. A

feladat matematikai modellje:

X1, X2, X3, X4, X5, X6, X7 2 0, X1, X2, X3, X4, X5, X6, X7 € Z

\%

16
15

X5+ Xg + X7 + X3

\Y%

Xe + X7+ X1+ X3

WV
—
3

X7+ X1+ X + X3

Vv
p—
o0

X1+ X+ X3+ X4

\%
—_
N

Xy + X3+ X4 + X5

\%

12
10

X3+ X4 + X5 + Xg

WV

X4 + X5 + Xg + X7

Z= X1+ X+ X3 + X4 + X5+ Xg + X7 = min

A modell felvétele a Lingoban:

Lingo 17.0 - [Lingo Model - Lingo1]
File Edit Solver Window Help

D|slE|S| & [=@ 2= YEdo| BlRiBR| Z[BEF el
x5+x6+x7+x1>16;

XeEX X1+ x2310:57

Sl Ex 243> 0

x14+x2+x3+x4>18;

X2+x3+x4+x5>14;

x3+x4+x5+x6>12;

x4+x5+x6+x7>10;
min=x1+x2+x3+x4+x5+xX6+x7;
@GIN(x1);@GIN(x2);R@GIN(x3);@GIN (x4);
@GIN(x5);@GIN (x6);@GIN(x7);




Az eredményjelentés:

Clobal optimal solution found.
Cbjective walue:
Cbjective bound:

Infeasibilities:

Extended solver steps: 0
Total solver iterations: 15
Elapsed runtime seconds: 0.0€
Hodel Class: DPILP

Total variables:
Honlinear wvariables:
Integer wvariables:

ae

Total constraints: g
Honlinear constraints: a
Total nonzeros: 35
Nonlinear nonzeros: a

Variable Value Reduced Cost

] 5.000000 1.000000

p i ] 1.000000

X7 LA 1.0 [u}

Xl S 1.0 o

X2 L5 oo 1.000000

H2 2.000000 1.000000

X4 3.000000 1.000000

Row Slack or Surplus Cual Price

1 . [l 0.000000

2 0. [ [u}

3 0. [ o

4 12 oo o. Qoo

5 1.000000 Q.000000

€ 0.000000 0.000000

7 0.000000 0.000000

8 2€.00000 —1.000000

Nagyon fontos figyelni arra, hogy a Lingo olyan sorrendben fogja adni a véltozokat, ahogyan

a modellben taldlkozik veliik. Tehét ez alapjan a feladat optimélis megoldésa:

20 = 26.
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Tehat 26 ndvér alkalmazdsdval teljesithetd a hét napjaira eldirt Osszes feltétel. Hétfén 9,
kedden 4, szerdan €s csiitortokon 3-3, pénteken 5, szombaton €s vasarnap 1-1 ndvér kezdi a
négy napos munkahetet. Az eltérésvaltozok mutatjak, hogy a hét negyedik és 6todik napjan
eggyel tobb névér dolgozik, mint az elbirt sziikséges 1€tszam, a tobbi napon pontosan annyian
dolgoznak, mint amennyi a munkaerd-igény.

Esetleg érdemes kiprobalni, mire jutunk, ha mas sorrendben vessziik fel a modellt. A
Lingoban barmilyen sorrendben felvehetjiik a modellt, de ekkor ligyelniink kell arra, hogy az
eredményjelentésben is valtozhat a véaltozok sorrendje. Példaul vegyiik el6re a Lingoban az

értelmezé€si tartomdanyra vonatkozé parancsokat:
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@GIN(x1) ;@GIN (x2);@GIN(x3);Q@GIN (x4) ;
@GIN (x5);@GIN (x6);R@GIN(x7);
Xx5+x6+xT7T+x1>16;

X6+xT7+x1+x2>15;

XT+x1+x2+x3>17;

x1+x2+x3+x4>18;

X2+x3+x44+x5>14;

x3+x4+x5+x6>12;

XA xS Ex6Ex{>10;
min=x1+x2+x3+x4+x5+xX6+x7;

Ekkor a modellben az eredeti sorrendnek megfelelden fordulnak el a véltozok, tehét ebben

a sorrendben adja a program a megoldast. Az eredményjelentés:

Zlobal optimal solution found.
Objective wvalue: Qoo
Cbjective bound: 2€.00000
Infeasibilities: 0.000000
Extended solver steps: 1}
Total solwver iterations: 14
Elapsed runtime seconds: J.05
Model Class: PILF
Total wariables: 7
Wonlinear wariables: o]
Integer variables: 7
Total constraints: g
Wonlinear constraints: o]
Total nonzeros: 35
Nonlinear nonzeros: o
Variakle Value Reduced Cost
Xl 9. 1.000000
2 3.0 1.0 ]
X2 3.0 100
¥4 3.0 1.000000
X5 5.000000 1.00000¢
e 1.000000 1.000000
X7 2.000000 1.000000
Row Slack or Surplus Dual Price
1 1.000000 0.000000
2 0.00d000 a Qoo
3 0.000000 0. aoa
4 0.000000 0.00000¢
5 0.000000 0.000000
€ 0.00d000 d.000000
7 1.000000 0.000000
8 2€.00000 —1.000000

Innen az optimalis megoldas:

20 = 26.
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Lathat6 azonban, hogy més megoldast kaptunk, természetesen ugyanazzal az optimalis cél-
értékkel. Ez azt jelenti, hogy a feladatnak alternativ optimuma van, tobb ugyanolyan jo

megoldas is megadhatd. Ezt a program nem jelzi, de példaul a modell mas sorrendben



torténd megadasaval kikényszerithetd, hogy mas megoldast kapjunk, ha létezik. Az alternativ
optimumokkal nem foglalkozunk, éltalaban elmondhatd, hogy ezek gazdasagi jelentGsége

csekély.

(11) Egy megyében hat varos van, amelyek kozotti menetidot (percben) az aldbbi tablazatban
adtuk meg:
1 2 3 4 5 6
0 15 30 30 25 25
I5 0 25 35 25 10
30 25 0 15 25 25
30 35 15 0 15 25
25 25 25 15 0O 11
625 10 25 25 11 O

N A W N =

Mely véarosokban 1étesitsiink tlizoltd allomast, ha minimalis szamu 4llomassal kell biztosita-
nunk, hogy minden véros legaldbb egy allomastol legfeljebb 20 perc alatt elérhet6 legyen?

Adjuk meg a matematikai modellt €s az optiméalis megoldast!

Megoldas: A probléma tgy is megfogalmazhatd, hogy minden varos esetén el kell donte-
niink, hogy ott legyen-e dllomés vagy ne. Matematikailag az ilyen igen-nem dontéseket agy
modellezhetjiik, hogy az ”igen” dontésnek az 1 értéket feleltetjilk meg, a "nem” dontésnek a
0 érteket. Tehat a dontési valtozokat vegyiik fel olyan médon, hogy i = 1,2, 3,4, 5, 6 esetén
_ 1, ha az i-edik varosban épitiink allomast,
. 0, ha nem.
Az ilyen specidlis egészErtéki valtozokat bindris (kétértékii) valtozoknak nevezziik.
A feladat matematikai modellje:
X1, X2, X3, X4, X5, X DINAris
X1+x =1
X1+X+x =21
X3 +x4 21
X3+ Xx4+x5 21
X4+ X5+ x5 > 1
Xo+ X5+ X621
7= X1+ X2+ X3 + X4 + X5+ Xg — min
A Lingoban a bindris valtozé definidldsa az egészértékli valtozokhoz teljesen hasonléan

torténik, az Edit meniiben a Paste function/Variable domain pontban most a @BIN parancsot

kell vilasztanunk. A feladat modellje a Lingoban:
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x1+x2+x6>1;

x34xd>]1;

X3+x4+x5>1;

24+x5+x6>1;

X2+x5+x6>1;
min=xl+x2+x3+x4+x5+x6;
@BIN(x1);@BIN(x2);@BIN(x3);
@BIN(x4);@BIN(x5);E@BIN(x6);

Az eredményjelentés:

| Glcbal optimal sclution found.

Objective walue: 2.000000
Objective bound: 2.000000
Infeasibilities: 0.000000
Extended solver Steps: 1]
Total solver iterations: Q
Elapsed runtime seconds: 0.05
Model Class: PILP
Total variables: L

Nonlinear variables: 0

Integer variables: [

Total constraints: 7

Nonlinear constraints: 0
Total nonzeros: 22
Nonlinear nonzeros: 0

Variable Value Reduced Cost

Xl 0.000000 1.000000

X2 1.000000 1.000000

il 0.000000 1.000000

%3 0.000000 1.000000

i4 1.000000 1.000000

x5 0.000000 1.000000

Row Slack or Surplus Dual Price

1 0.000000 0.000000

2 0.000000 0.000000

3 0.000000 0.000000

4 0.000000 0.000000

3 0.000000 0.000000

[ 0.000000 0.000000

i 2.000000 =1.000000

Tehat a feladat optimélis megolddsa (ismét figyeljiink a sorrendre!):
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Igy az Gsszes varost két dllomassal le tudjuk fedni, ha a masodik és a negyedik véarosban
épitiink dllomast, az eltérések alapjan pedig latszik, hogy az optimaélis esetben minden varos
pontosan egy alloméasrdl érhetd el a megadott idon beliil. Az ilyen tipusu feldatokat szokés

halmazlefedési feladatoknak is nevezni, itt a megoldasban egy diszjunkt lefedést adtunk meg,



a masodik vdrosban épitett dllomads lefedi az elsd, a masodik és a hatodik varost, a negyedik

varosban épitett allomds pedig lefedi a harmadik, a negyedik €s az 6todik vérost.

(12) Egy cég ot kiilonboz6 befektetési lehetdséget vizsgal. A pénzkidramlasok €s netto jelenértékek

a kovetkezd tablazatban adottak (millié euréban):

1. bef. 2.bef. 3.bef. 4.bef. 5. bef.

0. id6pontbeli készpénzkidramlas
1. id6pontbeli készpénzkidramlas

Netto jelenérték

11 53
3 6
13 16

5 5 29
5 1 34
16 14 39

A tarsasdgnak 40 milli6 eur6 all rendelkezésére befektetési célokra most (0. id6pont), becs-

lések szerint egy év mulva (1. idSpont) lesz még 20 milli6 eurdja befektetési célra. A 0.

id6pontban fennmaradé alapok mar nem haszndlhatéak fel az 1. idGpontban. A tdrsasig

barmelyik befektetés barmilyen tortrészét is megvasarolhatja, ilyen esetben a pénzkidramlasok

és a nettd jelenérték is megfeleld modon atszamitddnak. Adjuk meg, hogyan tudja a tarsasag

maximalizalni a befektetésekbdl szarmazo nettd jelenértéket!

Megoldas: A cégnek el kell dontenie, hogy az egyes befektetéskbdl mekkora részeket vasarol.

Tehat a dontési valtozokat értelmezziik Ggy, hogy x; jelentse az i-edik befektetési lehetdségbdl

a cég altal megvasarolt hanyadot, ahol i = 1,2,3,4,5. Ez a hanyad természetesen valahova

0 és 1 kozé fog esni, tehat olyan folytonos véltozot kell majd ebben az esetben hasznalnunk,

mely itt veszi fel az értékeit. Ez alapjan a feladat matematikai modellje:

X1, X2, X3, X4, X5

11x; + 53)62 + 5)63 + 5)64 + 29X5

3x1 + 6x5 + 5x3 + x4 + 34x5

X1

X2

z=13x1 + 16x, + 16x3 + 14x4 + 39x5
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A Lingoban a mar megismert modon felvéve és megoldva a modellt a kovetkezd optimalis

megoldashoz jutunk (kerekitve és az eltérésvektort elhagyva):

1

0.201
1, 20 = 57.449.
1

0.288

|&
I

Tehat 100 %-ban beszallunk az elsd, a harmadik és a negyedik befektetésbe, a masodikbodl
20.1 %-ot, az 6todikbdl 28.8 %-ot vasarolunk. Ekkor a befektetésekbdl szarmazoé netto je-
lenérték 57 449 000 dollar. Az ilyen tipusti problémat szokds t6keallokdcids feladatnak
nevezni. Sok esetben észszerlitlen azonban megengedni, hogy tortrészt is vasarolhassunk
egy befektetésbdl, mert ebben az esetben a hozam nem ardnyosan adddna, vagy éppen sem-
milyen hozamot nem tudndnk megvaldsitani. Ezért sokszor egy t6keallokacids feladat sordn
abban kell donteniink, hogy beszdllunk-e egy adott befektetésbe, vagy sem. Erre ad példat a

kovetkezs feladat.

(13) Négyféle befektetést vizsgalunk. A befektetések hozamdnak netté jelenértéke rendre 16 000,
22 000, 12 000 és 8 000 eurd. Az egyes befektetések jelenbeni készpénzigénye rendre 5 000,
7 000, 4 000 és 3 000 eurd. Jelen pillanatban 14 000 eurd készpénz a befektethetd Osszeg.
Irja fel a probléma matematikai modelljét, ha célunk, hogy maximalizdljuk a befektetések
0sszhozamadnak netté jelenértékét! Adja meg a feladat optimdlis megoldasat, mely befek-

tetéseket érdemes valasztanunk?

Megoldas: Ez egy olyan tdkeallokacios feladat, mely esetén a dontési lehetdségiink annyi,
hogy egy adott befektetést kivalasztunk-e vagy sem. Ha kivdlasztjuk, akkor Ggy tekintjiik,
hogy 100 %-ban szamitjuk a koltést és a hasznot is, ha nem vélasztjuk ki, akkor ugy tekintjiik,
hogy 0 %-ban szamitjuk a koltést és a hasznot. Ezek alapjan értelmezziik a dontési véltozokat

i=1,2,3,4 esetén a kovetkez6 mddon:

1, ha befektetiink az i-edik lehetGségbe,
Xi =
0, ha nem.

Tehdt ismét binaris véltozokkal dolgozunk. A korldtozoé feltételt a 14 000 eurd befektethetd
0sszeg jeloli ki. A véltozok itt is tekinthetSk aranynak attol fiiggetleniil, hogy ez az arany csak
0 vagy 1, azaz 0 vagy 100 % lehet. Tehat a feltétel és a célfiiggvény is az el6z6 feladathoz
teljesen hasonléan adodik a linearitds felhaszndlasdaval. Az ilyen jellegli feladatot szokés

hatizsdk feladatnak is nevezni. Tehat a feladat modellje:
X1, X2, X3, X4 binaris
5000x; + 7000x, + 4000x; + 3000x, < 14000
z = 16000x; + 22000x, + 12000x3 + 8000x, — max



(14)

A modell felvétele a Lingoban:

Lingo 17.0 - [Lingo Medel - Lingo]
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5000*x1+7000*x2+4000*x3+3000*x4<14000;
max=16000*x1+22000*x2+12000*x34+8000*x4;
@BIN(x1);@BIN(x2);@BIN(x3);Q@BIN(x4);

Az eredményjelentés:

Global optimal solution found.

Cbjective value: 42000.00
Cbjective bound: 42000.00
Infeasibilities: Q.000000
Extended solver steps: 0
Total solver iterations: 0
Elapsed runtime seconds: 0.05
Model Class: PILP
Total variables: 4
Nonlinear variables: 0
Integer variables: 4
Total constraints: 2
Nonlinear constraints: 0
Total NONZEros: 8
Nonlinear nonzeros: 0
Variable Value Reduced Cost
X1 Q.000000 -16000,00
Xz 1.000000 —-22000,00
X3 1.000000 —-12000.00
X4 1.000000 —8000.000
Row Slack or Surplus Dual Price
1 Q.000000 Q.000000
2 42000.00 1.000000

Tehat a feladat optimélis megolddsa:

: u=[0]. 20 = 42000,

S
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Tehat a masodik, harmadik és a negyedik befektetést érdemes valasztani, ekkor az elérhetd

hozam 42 000 euro, a készpénzkeretet teljes mértékben kihasznéljuk.

Héromféle ruhadarabot gyartunk: ingeket, puldvereket és nadragokat. Mindegyik ruhaféle
gyartasahoz specidlis gépek kellenek, ezeket a cég bérli. A heti bérleti dij 200 eurd az
ingekhez hasznalt gép, 150 eur6 a puléverekhez hasznélt gép és 100 euré a nadragokhoz
haszn4lt gép esetén. Az egyes ruhadarabok gyértdsihoz ing esetén 3 éra munka és 4 m?
szovet, puldver esetén 2 6ra munka és 3 m?2 szovet, nadrag esetén 6 6ra munka és 4 m?2 szovet
sziikséges. Hetente 150 6ra élmunka és 160 m? szovet all rendelkezésre. A darabonkénti
eladasi ar a termékekre rendre 12, 8 €s 15 eurd, a valtozo koltségek pedig darabonként rendre

6, 4 és 8 eurd. Adjuk meg, milyen gyartas esetén lesz a cég heti profitja maximalis!



Megoldas: Az ilyen tipusu feladatot fixkoltség problémanak nevezziik. A dontési valtozok
felvételét két részre bontjuk. Eldszor is, jelolje xi, x, és x3 a szokdsos modon rendre a
gyartandé mennyiségeket. Ezek a valtozok nyilvan nemnegativ egészek. Madésodszor, a
problémaban azt is el kell donteniink, hogy egy adott terméket egyaltalan gyartsunk-e vagy
sem, hiszen a gépek bérleti dijat csak akkor fizetjiik ki, ha a megfeleld terméket gyartjuk.
Tehat sziikségiink lesz harom bindris valtozora rendre a harom igen-nem dontés reprezenta-

lasara, i = 1, 2,3 esetén legyen

1, ha gyartjuk az i-edik terméket,
byi =
0, ha nem.

Az 1. fejezetben levezettiik a modell felirdsdnak 1épéseit. Ezek alapjan vegyiik fel a Lingoban

a kovetkez6 modellt:

Linge 17.0 - [Lingo Madel - Lingo1]
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3*x1+2*x2+6*x3<150;
4*x1+3*x2+4*x3<160;

x1<40*yl;

X2<h3xy2y

X3<25*y3;

max=6*x1+4*x2+7*x3-200*y1-150*y2-100*y3;
@GIN (x1);Q@GIN (x2);@GIN(x3);
@BIN (y1); @BIN(y2) ; @BIN(y3) ;

Az eredményjelentés:

| Global optimal solution found.

Cbhjective walue: 75.00000
Cbhjective bound: 75.00000
Infeasibilities: 0.000000
Extended solwver steps: v}
Total solver iterations: 11
Elapsed runtime seconds: 0.08
Model Class: PILP

@

Total wvariables:

Nonlinear wvariables: 0
Integer variables: 6
Total constraints: &
Nonlinear constraints: V)
Total nonzeros: 18
Nonlinear nonzeros: V)

Variable Value Reduced Cost

X1 0.000000 —6.000000

X2 0.000000 —4.000000

X3 25.00000 —7.000000

¥l 0.000000 200.0000

¥2 0.000000 150.0000

i3 1.000000 100.0000

Row Slack or Surplus Dual Price

1 0.000000 0.000000

2 &0.00000 0.000000

3 0.000000 0.000000

4 0.000000 0.000000

5 0.000000 0.000000

& 75.00000 1.000000



Ez alapjan a feladat optimadlis megoldasa:

o
0 0 60

X =10, Y =101, u =0 |, z0 =75.
25 1 0
_0_

Tehét hetente 25 nadragot kell gyartanunk, ekkor az elérhetd heti profit 75 eur6é és megmarad

60 m? szovet.

(15) Egy cégnél a havi 6sszes bér 14.6 millié Forint, amit szeretnének 10 milliéra csokkenteni.

A dolgozokat 4 bérkategoridban foglalkoztatjak. A kategoéridkban az atlagbér €s a dolgozdok

szama:
Atlagbér (eFt) | Dolgozék szdma
A 80 50
B 100 40
C 120 30
D 150 20

Létszamcsokkentés utdn az A és B kategdridkban 20 %-kal, a C és D kategéridkban 10 %-kal
emelik a béreket. Az A kategéridban legfeljebb kétszer annyi dolgozdra van sziikség, mint
B-ben. A C kategoriaban legalabb 14, a D-ben legalabb 6, de legfeljebb 12 dolgozot kell
alkalmazni. Hogyan valositsdk meg a 1étszamatalakitdst, hogy a lehetd legkevesebb embert
kelljen elkiildeni?

Megoldas: Valasszuk dontési valtozoknak az egyes bérkategériakban elbocsatottak szamat!
Ekkor az x1, x5, x3 €s x4 valtozok nyilvan nemnegativ egészek. Az A kategoridban igy 50— x;
dolgoz6 marad, a B kategéridban 40 — x;, a C-ben 30 — x5 és a D-ben 20 — x4. A feladat

matematikai modellje:

X1, %2, X3, X4 20,  X1,X2,X3,%X4 €Z

50-x; <240 - xp)

30—x; > 14
20—X4>6
20— x4 <12

(50 = x;1) - 96000 + (40 — x) - 120000 + (30 — x3) - 132000 + (20 — x4) - 165000 < 10000000

Z=X] + X2 + X3+ x4 — min



A modellt a mar ismert médon felvéve és megoldva a Lingoban, a kovetkezd optimalis
megoldas adodik:

1
: 0
17
27116 Uy = 2 ’ 2 = 52.
14
82000 |

Tehét az egyes kategoridkban elbocsatottak szdma rendre 5, 17, 16 és 14 személy, Osszesen 52
dolgoz6t bocsatunk el. Az utolsé eltérésvaltozé mutatja meg, hogy ekkor a teljes bérkoltség
82 000 Forinttal lesz kevesebb, mint a 10 milliés keret.



